Cac toan tw trong co hoc lugng ti

Ly Lo

Ngay 20 thang 7 nam 2009

Tém tat ndi dung

Hoéa hoc lugng td duge phét trién tit co hoc luong ti. Trong co
hoc lugng tit, ¢6 thé néi, nhin chd nao ching ta ciing thiy todn t& vi
moi thuoc tinh vat i duge ddc trung béi mot todn tik. Vi vay, hidu r6
khai niém toan tit ciing nhu nhiing tinh chit ciia toan tit 14 mot trong
nhitng yéu cau cd ban nhat déi ngudi hoc lugng ti.

1 Cac khai niém

1.1 Toan tw&

Ching ta bat dau biang viéc viét lai phuong trinh Schrodinger khong phu
thuoc thoi gian cho hé mot hat trong khong gian mot chiéu

B ()
VD) |y i) = B ) (1)
hay
K2 d?

|~ 32 + V(@) |le) = By(a) ©)

. K2 d?
Bieu thitc trong dau méc vuong [— ——— + V(z)| dugc goi la todn t&

2m dz?

(operator). N6 tac dung lén ham v (z) cho ta ham Ev(z).
Nha vay, todn it la mot qui ludgt ma nho dé ti mot ham sé cho trude ta
cé thé tim duoc mot ham sé mdi.

Af(x) = g(x) (3)

Trong d6, A dugc goi la todn ti. Hai ham s6 f(z) va g(x) khong nhat thiét
phai khac nhau, ching c6 thé gibng nhau.
Vi du: Goi D 1a toan tt dao ham bac nhat theo x
d ~ d

D= ‘hay Df(x)=—f(x)=f(z)



Néu f(z) = 2% + 3¢, thi ta c6
Df(z) = f'(z) = 2z + 3"
Tuong tu, néu 3 la toan ti nhan mot ham sb véi 3, thi ta c6

3f(x) = 3(x% + 3e”) = 3z% 4 9¢”

1.2 Téng ctia hai toan ti
Tong ciia hai toan ti Ava B duge xac dinh nhu sau
(A+ B)f(x) = Af(x) + Bf(x) (4)

Vi du: Toan ti c duge xac dinh bdi

~ d
C = —
:E+dx

Tim Cf(z) néu f(z) = asin(bx).
Ta co

d d
(x + %)a sin(bz) = zasin(bx) + %[a sin(bx)] = ax sin(bz) + ab cos(bz)

1.3 Tich cta hai toan ti&

Tich cia hai toan tit A va B duge xac dinh nhu sau
ABf(x) = A[Bf(x)] (5)

Vi du: Cho C = $% Tim C f(z) néu f(z) = (z2 + 3¢%).
Ta c6
x%(zQ +3e”) = x[%(ﬁ +3¢”)] = 2(22 + 3¢”) = 22 + 3ze”  (6)
Thong thudng, AB # BA. Vi du, xét hai toan tit D = % vaZ =z Ta
co R R
Dif(x) = Dlzf(z)] = f(z) + zf'(z) (7)
Trong khi do R R
ZDf(z) = Z[Df(2)] = 2 f'(x) (8)
Chiing ta néi hai toan tit bing nhau, A = B, néu Af(z) = Bf(z) véi
moi ham f(x). Vi du, tit phuong trinh (7), ta c¢6

Df(a) = f(x) + 71 f(z) = (1+5D)f(x) o)
Nhu vay
Dz =(1+2zD)=(1+zD) (10)

Toan tit 1 (nhan v6i 1) duge goi la toan ti don vi. Chung ta thuong khong
ghi ddu mii lén céc toan tit 1a hing sb.



1.4 Toan ti& tuyén tinh
Toén tit A dude goi 1a todn ti tuyén tinh néu né thoéa céc didu kien sau
Alf(x) + g(0)) = Af (2) + Ag(x) (11)
Acf(x) = cAf(x) (12
trong d6 f va g 1a nhitng ham bat ki, con ¢ 1a hing s6. Vi duy, toan tit dao
ham 1a todn tit tuyén tinh nhung toan t1t cin bac hai thi khong tuyén tinh.

That vay, ta c6

D[f(z) + g(z)] = Df(z) + Df(z) = f'(z) + ¢'(x)
f/

Dlcf(x)] = cDf(x) = cf (x)

Trong khi do

V@) +g(z) # v/ () + V()
Néu A, B va C 1a nhimg toén ti tuyén tinh, thi
(A+ B)C = AC + BC (13)
Dé chiing minh (13), ta phai chiing minh (;1\ + E)(? va AC + BC cho
cing mot két qua khi duge ap dung len mot ham f(x) tuy §. Nghia 1a
[(A+ B)C)f(x) = (AC + BC) f(x)
Ta xét vé phai

[(A+ B)Clf(x) = (A+ B)(Cf(x))
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Tiép theo, ta xét vé trai
(AC+BO)f(x) = AC(w)+BEf(x) = ACf(x))+BEf(x)) = Agl)+ Bo(x)
Nhu vay

(A+ B)C]f(z) = (AC + BC) f(x) = Ag(x) + By()

Tuong tu, ta co

A(B+C)=AB+ AC (14)
Vi du: Tinh (D + 7)2
Cach 1
(D+7)? = (D+2)(D+7)
= D(D+2)+7(D+7%)
= DD+ Dz+2D+7%

= D*+2D+1+3D+ 22
— D+ 22D +2%4+1



Cach 2

(D+272f = (D+D)|D+2)f =D+3)(f +af)

D(f' +af) +2(f +af) = Df + D(af) + af +a*f
32f+mﬁf+fﬁx+xf'+a:2f

D2f +aDf + f +aDf + 22f

= (D*+2ED+ 2>+ 1)f

= (D+2)?=D*+22D+2>+1

2 Tinh chéit cta toan ti¥

2.1 Phép nhan cac toan twr

Phép nhan cac toan tit tuan theo luat két hop

o~ AN~

A(BC) = (AB)C (15)
Vidu: Dat A=D; B=7;C =3, tacé
ABf =Dzf = (1+zD)f
Vay L R R
(AB)YCf = (1+2ZD)3f =3f +3zf' = (3+32D)f

suy ra PR N

(AB)C = 3+ 32D
Mat khac, ta c6 R

(BC)f = 3%f = 3af
Vay o R R

A(BC)f = D(3zf) = 3f 4+ 3zf' = (3+3zD)f

hay

AN A

A(BC)=3+3zD = (AB)C
vay phit hgp véi (15).

2.2 Cac toan t giao hoan

Hai toén tit A va B dugc goi 1a giao hodn (commute) v6i nhau néu
AB=BA hay AB-BA=0

Hisu AB — BA duge ki hieu la [A B] va duge goi la phép giao hodn

(commutator). Néu A va B khong giao hoan véi nhau thi AB = —BA. That
vay, ta co

o~ A~ o~ A~ o~ A~ ~

[A,B] = AB — BA = —(BA— AB) = —[B, A (16)



Vi du 1: Tinh [3, D]. Ta c6
3,D|f =3Df — D3f =3Df —3Df =0
Nhu vay, 3vaDla hai todn ti giao hoan.
Vi du 2: Tinh [D,72?); (22, D]
[D,7%f = DF2f — #2Df = 2zf + 2>Df — 2’Df = 2z f
= [D,7% =2z
[#2,D)f = #2Df — D3%f = 2®°Df — 22f — 2*°Df = —2zf
= [2%,D] = -2

Nhu vay, 22 va D khong giao hoén véi nhau. Ta thay [D,72] = —[22, D),
phu hop véi (16).
Néu A, B 1a nhitng toan t tuyén tinh va k 1a hing sd, ta c¢6

[A, kB] = [kA, B] = k[A, B) (17)
That vay
[A,kB] = A(kB) — kBA = kAB — kBA (18)
Do dé R . R A L
[A,kB] = kAB — kBA = k(AB — BA) = k[A, B] (19)
Tuong tu

[kA, B] = kAB — B(kA) = kAB — kBA = k(AB — BA) = k[A, B] (20)

Tir (19) va (20), ta c6

~ o~

[A, kB] = [kA, B] = k[A, B (21)

2.3 Mot sd phép giao hoan quan trong
2.3.1 Cong thuc 1:
[A, BC] = [A, B|C + B|A, C] (22)

Chitng minh:

[A,B]C + B[A,C] = (AB— BA)C + B(AC —CA)
ABC — BAC + BAC — BCA
_ ABC - BCA= ABO)— (BO)A
= [A, BC]



2.3.2 Cong thuc 2:
[AB,C] = A[B,C] + |A,C|B
Chitng minh:

Ta c6 thé ching minh tuong tu nhu trén hodc theo céch sau. Ta c6

[AB,C] = (AB)C — C(AB)
= (AB)C — C(AB) + (AC)B — A(CB)
— (AB)C — A(CB) + (AC)B — C(AB)
— A(BC)— A(CB) + (AC)B — (CA)B
= A(BC-CB)+ (AC - CA)B
A[B,C) +[A,C)B

Trong truong hop, B=A= (7, ta co

Tuong tu
(A3, A] = [AA% A] = A[A? A] + [A,AJA2 = A2 x 04+0x A=0

2.3.3 Cong thuc 3:
T (24) va (25), ta co

Tuong ti

2.3.4 Cong thuc 4:
[A,B+0C] =[4,B] + 4,0
Ching minh:
[A,B+C] = AB+C)—(B+C)A
= AB+AC—-BA-CA
_ (AB— BA)+ (A0 - CA)
= [A,B]+[A,C

Tuong tu, ta co

(24)

(25)

(26)

(27)



3 Dac ham va dac tri

Gia st tdc dung len ham f(z) b6i mot toan ti A, ta thu duge két qua la
chinh ham f(z) d6 nhan v6i mot héng s6 k. Khi do, ta néi rang ham f(z)
la ddc ham (elgenfunctlon) cia toan tit A, véi ddc tri (eigenvalue) 1a k.
Phuong trinh biéu dién méi lien hé giita toan ti A dac ham f(z) va dic tri
k dugc goi la phwong trinh ddc tri (eigenvalue equation)

Af(z) = kf(x) (30)
Vi du 1
~ d
D 2z — 2z —9 2z
e —dwe e

ta no6i e2? 1a dic ham cla toan tik D véi dic tri 1a 2. Phuong trinh dic tri
De?* — 2¢%¢

Vi du 2

~ ~ 9

D?sin(ax) = D[Dsin(az)] = D[a cos(az)] = —a®sin(az)

vay sin(az) la dac ham cta toan ti D? véi dic tri la —a2. Ta ¢6, phuong
trinh déc tri
D?sin(az) = —a? sin(ax)

Nhu vay, phuong trinh Schrédinger (1) cho hé moét hat trong khong gian
mot chiéu ciing 14 mot phuong trinh dac tri.

Sau day, ching ta thit tim tat ca nhitng dic ham va dic tri cho toan ti
dao ham D. Tit phuong trinh (30), ta ¢6

df ()

2 = kf () (31)

Df(z) =

Phuong trinh (31) tuong duong véi

df@) _ o
)~k (32)

Lay tich phan (32) ta dugc

Inf(x) = kx + constant
f(:E) — econstantek:v

vay
f(x) = ce™ (33)

Tat c& nhitng ham thoa (33) la dac ham cla D v6i cac dac tri la k. Va néu
f(x) va dac ham cta D, thi cf(z) cing la dic ham cia D. Didu dé ciing



ding doi véi nhitng dac ham ciia moi todn tit tuyén tinh. That vay, néu f(x)
la diac ham cta A, véi dic tri k, nghia 1a

Af(x) = kf(x)

va A 1a toan tit tuyén tinh, ta c6

Alef(x)] = cAf (x) = ckf(z) = Klcf(2)] (34)

Nhu vay R
Alef(z)] = klcf (x)] (35)

V6i moi gia tri k trong (31), ching ta ¢6 mot dac ham; nhing dac ham
v6i ciing gia tri k nhung gia tri ¢ khac nhau thi khong doc lap tuyén tinh!
v6i nhau, ching phu thudc 1an nhau.

4 Mbi lién hé gita toan t& va co hoc luong ti

Tiép theo, ta xét mdi lien heé gitta toan tit v co hoc lugng tit. Ching ta so
sanh phuong trinh Schrodinger cho hé mot hat trong khong gian mot chiéu

n? d?
2mdzx?

[ V(x)](z) = Ev(z)
v6i phuong trinh dac tri

Af(z) = kf(x)

Ta thay, ro rang cac gia tri nang lugng E 1a cac dic tri; cdc dic ham 1a
nhing ham séng ¥ (x); toan ti clia nhing dac ham va dac tri nay 1a

h? d?

H=—-—=_
2m dx?

V(zx) (36)
va dudc goi la todn tw Hamiltonian hay todn tw ndng luong cua hé.
Ning lugng ciia hé bing tdng dong nang va thé nang. Trong (36) thi
2 72
V(z) 1a thé nang, nén ~ 5 2 l1a todn t1& mo td dong ning cta hé. Theo
m dx
¢o hoc ¢6 dién, dong nang ctia mot hat theo phuong = duge xac dinh bai

1
E, = imvﬁ (37)

"Ham f1, fo va fs duge goi 1a doc 1ap tuyén tinh néu phuong trinh c; f1 +cafo+csfs =0
chi x&y ra khi cac hiing s6 ¢; = co = ¢3 = 0. Vidy, cdc ham f1 = 3z, fo = 52% —z, f3 = 2?
13 nhitng ham phu thuoc tuyén tinh, vi f; + 3f2 — 15f3 = 0; trong khi d6, cac ham
g1 =1, go = 2z, g3 = 2 13 nhitng ham doc 1ap tuyén tinh vi ta khong tim duge bidu thitc
lién hén gita ching.



Mzt khéc, ta c6 moi lien hé gitta khoi lugng m, van toc v, va dong luong p,
nhu sau

Pr = MUy = Uy = Pz
m
Do doé, ta c6
1 2 p32c
Nhu vay, theo co hoc ¢ dién ning lugng clia hé duge tinh nhu sau
pQ
H=-"22+V 39
% v (39)

Phuong trinh (39) dugc goi 1a ham Hamiltonian cho hat ¢6 khéi lugng m di
chuyén trong khong gian mot chiéu va phu thuoc vao thé nang V(z).
So sanh phuong trinh Schréodinger khong phu thudc thai gian
n? d?
|~ 5 V(@) Y(@) = Eb(@)

2m dz?

v6i phuong trinh (39), ta thiy ham Hamiltonian (39) trong co hoc ¢d dién
dugc thay thé bdi toan ti Hamiltonian trong co hoc lugng tit

h? d?

P2
v Pz
2m dz?

o+ V(@) (40)

(z) =

2
T

Dong nang % trong co hoc ¢d dién ciing duge thay thé béi toan tit dong
m
nang trong cc hoc lugng ti
~ h? d?
T=——
2m dx?

Mbi lién hé gitta cac dai lugng vat 1i trong co hoc ¢6 dién va ¢ hoc lugng
tt nhu thé nay 1a rat pho bién. Do dé, trong co hoc lugng ti ¢6 mot dinh
dé quan trong nhu sau:

Mbi thuée tinh vat li nhw ndang lwong, déong luong, toa do, mé-
men goc ... sé€ c6 mot toan ti tuwong ing.

Cac thuoc tinh nhu toa do x, v, z va thé nang V trong co hoc lugng tit va
¢ hoc ¢6 dién c6 dang gidéng nhau. Nhitng thudc tinh khéic thi khong gidng
nhau. Vi dy, cac thanh phan dong luong p, duge thay bang cac toan ti

h o 15)
Pz 1 0x ! ox (41)
P N
vl — = —1 vl
/I/ . .
1 7 7 .
_— = — = —1
) 72 -1

Nhitng thudc tinh khac duge xac dinh bang nhitng toan ti dudc ghi
trong bang 1.1 sau



Bang 1.1: Nhiing toan t& thudng dudc st dung trong co hoc

lugng t&
Thuoc tinh | Co hoc c6 dién Ca hoc lugng ti
TQEL d6 LY,z LY,z T
Thé nang | V(2),V(y),V(2) V(z),V(y),V(z)
Dong lugng
. L0
x Pz Pz = _Zhai
0
) Dy ﬁy = _ih%y
z Dz ﬁz = _ihai
Dong nang
. Pz A _ M9
2 T 2mox?
py T . hQ 82
y 2m Y 2m 0y2
P _ mo
N 2m. c  2m 022
Mo6-men goc L L, = —ih(ac3 — ﬂ)

Nhitng toan ti khac c¢6 thé dude xay dung tit nhitng toan tit da cho trong
bang trén. Vi du, toan ti p2 dugc xay dung tit p, nhu sau
h o (h 5, ) 07

iox) h 0z2 (42)

~ A~ o~

Py = PxPx = ;%

Tuong tu, ta co
py=-h——  pl=-h_— (43)

5 Toan ti& va nhing thudc tinh vat li

Xét sut chuyén dong ciia hat trong hop mot chieu duge mo ta bdi ham séng

dmzvéamﬁf) (n=1,2,3,..)

Ta thay v, 1a dic ham clia toan tit ning luong H véi dac tri la
B n2h?
© 8mi?
That vay, d6i véi bai toan hat trong hop thi thé nang V(x) = 0, nén ta
co

R R . ﬁ2 d2
H=T4V@) =5 0

10



Do do ), -
h d 2 . nwx n“h 2 . nwx
_%nch?[\/;sm(l)} - W[\/;Sln(l)}

Nhu vay, néu thyc hién phép do ning lugng clia mot hat trong hop mot
chiéu, ta sé thu dugc két qua 1a dic tri ning lugng E cla toan ti ning
lugng H.
Mot céch tong quét, néu B la todn ti mé té mot thudc tinh vat i
B thi méi phép do thuéc tinh B cho ra mét ddc tri 3; ctua todn ti
B. Day ciing 1a mot dinh dé ctia co hoc luong tt. Vi du, néu ; 1a cac dic
ham cua ﬁ, thi ta c6 R
Hp; = Ep; (44)

Nghia 1a moi phép do thudc tinh vat 1i dugec mo ta bdi todn ti ning luong
H 6 cho ta mot gid tri E;. Néu ¢; 1a ham chi phu thuoe toa do, khong phu
thuoc thoi gian thi (44) la dang tdng quat ciia phuong trinh Schrédinger
khong phu thudc thai gian.

Tiép theo, chiing ta xét ham trang thai phu thuoc thoi gian

U = U(z,t) (45)

Néu trang thai clia mot hé duge mo ta bdi ham séng ¥, thi ham séng ¥ do
sé chita tat ci nhitng thong tin ma ching ta can biét vé hé d6. Vay ¥ sé
cung cap cho ching ta nhitng thong tin gi vé mot thuoc tinh B? Bay gig,
chiing ta gid dinh ring néu ¥ la dic ham ctia B v6i dac tri 3;, khi d6 mot
phép do thuoc tinh B sé cho ta gia tri ;. Chéng han, ching ta xét thuoc
tinh nang lugng. Gia st hé & trang thai tinh véi ham trang thai

U(,t) = ey (x) (46)

ta co R R R
HU(2,t) = Hle F ()] = e P Fp(a) (47)

ap dung Hy(z) = Ey(z), ta duge
HY(z,t) = e P Eip(z) = Be P/ Mp(z) = BV (x, t)

vay R
HU = EV (48)

Do d6, & trang théi tinh, ¥(z,t) 1a mot dac ham cta H, ching ta chic chin
tim dugc gia tri E khi thyc hién phép do nang lugng. Phuong trinh (48) 1a
mot cach viét khac ctia phuong trinh Schrodinger phu thuoc thai gian.

Cac toan tit trong co hoc lugng tit ¢6 hai tinh chat dic trung quan trong
la tuyén tinh vi Hermitian. Tinh chat tuyén tinh ciia ching lien quan
dén nguyén li chong chat. Tinh chat Hermitian lien quan dén két qua thuc
ctia phép do mot thuoc tinh vat 1i. Ching ta sé khao sat ki hon tinh chat
nay trong nhitng phan sau.
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Bai tap
~ d . .
1. Cho D = T va ham f(z) dugce xac dinh béi
x

f(z) =sinz + €

Hay tinh R R
(D? 4+ D2)f(x)

2. Chitng minh
[A+ B,C+ D] =[A,C] +|A, D]+ [B,C] + [B, D]

Tit d6, tinh

pr Ly
dz’ dx?
3. Cho biét
I=ux Dw = —ihi
dx
Chitng minh
BB =ih:  [E5 =2

dx
4. Tim nhing ham g(z) 1a dac ham cta p, véi dac tri k
pz9(z) = kg(z)
Chiing t6 rang ham séng ciia hat trong hop mot chiéu khong phai 1a dic
ham cia p,.
5. Tim nhitng ham f(z) 14 dic ham ctia p2 v6i dic tri a. Chiing t6 ring
ham séng cia hat trong hop mot chiéu la diac ham ctia p2.
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